Sudokus et algorithmes de recuit

par Renaud Sirdey”

Nous présentons un algorithme de recuit simulé pour une application ludique d’actualité : la résolution de
Sudokus. Dans un prochain numéro, nous présenterons une méthode basée sur la programmation linéaire.

Introduction

Le Sudoku (est-il encore besoin de le présenter ?)
semble étre le casse-téte du moment. Dans la mesure
ou il cache un probléme combinatoire redoutable, il
est fort tentant de s’en servir pour illustrer, de manicre
ludique, I’art de concevoir des algorithmes de résolu-
tion de probleémes combinatoires. C’est ce que nous
faisons ici avec la méthode dite du recuit simulé.

| Reégles du jeu

Un Sudoku consiste en la donnée d’une grille car-
rée de 81 cases divisée en 9 sous-carrés de 3 cases
de coté et partiellement remplie avec des chiffres de
1 2 9. Le but du jeu est de compléter le remplissage
de la grille avec des chiftres de 1 & 9 de maniere a ce
qu’aucun chiffre n’apparaisse deux fois dans la méme
ligne, dans la méme colonne ou dans le méme sous-
carré. En regle générale, il n’y a qu’une seule fagon
de compléter la grille.

Le tableau I donne un exemple de grille
complétée.

Comme le fait remarquer Jean-Paul Delahaye [3],
compléter un Sudoku est équivalent a compléter le 9-
coloriage d’un graphe G = (V, E) dont les sommets
sont les cases de la grille et ou deux sommets sont re-
liés par une aréte s’ils appartiennent a la méme ligne,
a la méme colonne ou au méme sous-carré. Rappelons
qu’un 9-coloriage est une application f : V +— {1, 9}
telle que f(v) # f(w) des lors que {v, w} € E.

Notons aussi que le probleéme qui consiste a déci-
der si un Sudoku (de taille arbitraire) peut €tre com-
plété ou non est N P-complet [17]. Ceci justifie une ap-
proche heuristique, si tant est, bien évidemment, que
les algorithmes résultants soient polynomiaux.
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Tableau I. Exemple de Sudoku « diabolique » complet. Les
chiffres encadrés indiquent les données du probleme.
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Il Le recuit simulé

La méthode du recuit simulé a été proposée dans
les années 80 [2, 9] et, a ’origine, justifiée par ana-
logie avec la technique dite du recuit utilisée par les
physiciens afin de conduire certains systemes phy-
siques dans un état de basse énergie. Il s’agit d’une
métaheuristique [4], autrement dit d’un principe gé-
néral de construction d’algorithmes de résolution ap-
prochée pour les problemes d’optimisation difficile,
en particulier combinatoire. Ses avantages sont d’étre
relativement bien comprise sur le plan théorique et de
conduire a des algorithmes assez simples. Elle a par
ailleurs été utilisée avec succes dans le cadre d’appli-
cations industrielles (voir [14] pour un exemple), et ce
a de nombreuses reprises.

Soit un probleme d’optimisation combinatoire
qui consiste, étant donné un ensemble de solutions
Q ={wi,...,wy} ainsi qu'une fonction économique
c:Q  ley,...,ep}, atrouver un élément w* € Q
tel que ey = c(w*) < c(w) < ep, pour tout w € Q.
De maniere usuelle, c(w) s’appelle la valeur de la so-
lution w. Aussi, on suppose donnée une fonction de
voisinage V : Q > 2,
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La méthode est alors tres simple a énoncer. Au dé-
part on commence avec une solution arbitraire. Soit w
la solution courante. A chaque itération, une solution
candidate «’ est choisie uniformément dans le voi-
sinage de la solution courante et acceptée avec une

c(w)=c(w)

probabilité égale a min (1, e ) Le parametre T
s’appelle la température et tend vers 0, de manicre
monotone, selon une fonction appelée loi de décrois-
sance de la température. La meilleure solution ren-
contrée durant I’exécution de 1’algorithme est mémo-
risée et écrite lorsque la condition d’arrét choisie est
vérifiée.

Bien que ce schéma converge en probabilité vers
une solution optimale sous des conditions assez peu
restrictives (symétrie de la fonction de voisinage i.e.
wj € Vw) & w; € V(wj) et forte connexité
du graphe orienté induit), ce n’est qu’au prix d’une
décroissance de la température extrémement (com-
prendre prohibitivement) lente [6]. Qui plus est, on
sait qu’il existe des instances du probleme du cou-
plage de cardinalité maximum (probleme polynomial)
et du probleme de 3-coloriage d’un graphe dont la
résolution nécessite un nombre exponentiel d’itéra-
tions [11, 13].

Ces résultats négatifs ne doivent pas obscurcir le
tableau outre mesure : la pertinence pratique de la mé-
thode reste remarquable !

Généralement, la mise en ceuvre d’un algorithme
de recuit simulé passe par I’étude de la chaine de
Markov qui modélise 1’algorithme lorsque la tempéra-
ture reste constante et dont la matrice des probabilités
de passage est donnée par [1,10,16] :

Ai(T) =
0 siw; € V(W)
|v<1,),-)| siw; € V(w)) et c(w)) < c(w;)
W stw; € V(w)) et c(w)) > c(w;)
1- Y A sii=j
Jw;ieV(w;)

Sous les hypotheéses de régularité (c’est-a-dire,
dans le présent contexte, de forte connexité du
graphe orienté induit par la fonction de voisinage) et
d’apériodicité, cette chaine admet une unique loi sta-
tionnaire exprimée comme suit

_ c(w;)

e T

n\N(T) = (1

c(wj) ’

N
Zj:le r

Quadrature n° 62

Aussi,
lim 7, (T) = lim —
T—0 ! TS0 <N c(wj)—c(w ;)
Jj=1
{ 0 siclw;) > e
= 1o )
m simnon

ouQ* ={weQ: clw) =e).

Il Résolution de Sudokus

Nous l’avons vu, la méthode du recuit simulé
permet de s’attaquer a des problemes d’optimisa-
tion (ici, combinatoire). Pour I'utiliser afin de ré-
soudre des Sudokus, il convient d’associer un pro-
bleme d’optimisation a chaque instance. Pour ce faire,
nous procédons de la maniere suivante : I’ensemble
des solutions, Q, est ’ensemble des grilles carrées de
coté 9 dont les cases contiennent un chiffre de 1 a
9 quelconque, ceci a I’exception des cases fixes qui
définissent I’instance. S’il y a m telles cases, on a
N =1Q| = 9% Soitw € Q, w;;j dénotant le contenu
de la case dont la ligne est i et la colonne j. On note
¢;j(w) le nombre d’occurences du chiffre w;; dans la
zone définie par ’'union de la ligne i, de la colonne
j et du sous-carré contenant la case ij, cette der-
niere n’étant pas comprise ; la fonction économique
est alors définie par

13,2
c(w) = 2 Z Z cij(w).

Il est clair qu’une solution de valeur nulle respecte les
regles du jeu et résout donc le Sudoku.

La fonction de voisinage, quant a elle, est définie
comme suit. Deux grilles sont voisines 1’une de 1’autre
si 'une peut s’obtenir a partir de I’autre en changeant
le chiffre contenu dans une et une seule case (non fixe
bien sir). La forte connexité du graphe orienté induit
par cette relation de voisinage est évidente.

Il convient ensuite de chercher a simuler avec une
précision acceptable la loi stationnaire a une tempéra-
ture suffisamment faible pour avoir de bonnes chances
de tirer une solution optimale. Pour ce faire, I'idée
consiste a démarrer I’algorithme a une température
relativement élevée, température a laquelle la conver-
gence vers la loi stationnaire est extrémement rapide’,
et a faire décroitre la température de telle maniere que

! Rappelons que la convergence vers la loi stationnaire est géo-
métrique et que la vitesse de convergence dépend de la valeur ab-
solue de la deuxieme plus grande valeur propre de la matrice des
probabilités de passage [8, 12]. Malheureusement, celle-ci est ex-
trémement faible a basse température.
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les lois stationnaires associées a deux valeurs succes-
sives soient proches. Typiquement [1], on choisira

Ty

log(1+6) p» ’
ep+1 Tk

2

Ty =

ce qui garantit que
7™ (Th) = 7™ (Tl < 6,

ou ¢ est un petit réel positif. En conséquence, il est
raisonnable d’escompter qu’apres avoir fait décroitre
la température il suffit d’un petit nombre d’itérations
pour se rapprocher de la nouvelle loi stationnaire, de
manilre satisfaisante. Bien entendu, ce raisonnement
est de nature heuristique et il existe d’autres facons de
procéder [15].

Reste a fixer le nombre d’itérations par palier et
a savoir quand s’arréter lorsque 1’algorithme tarde a
fournir une solution de valeur nulle. Concernant le
premier point, on choisit généralement un nombre
d’itérations proportionnel a la taille « naturelle »
du probléme, ici le nombre de cases de la grille.
Concernant le second point, on sait [10], pour un pro-
bleme d’optimisation combinatoire quelconque, que
les solutions issues de la loi stationnaire a la tempéra-

ture
&

Ty = log N —log(1 — @)
ont une valeur inférieure ou égale a e; + £ avec une
probabilité d’au moins a. Afin de s’en convaincre, il
suffit de remarquer que

l—-a = Z

i.ej>ej+e

3)

N(i)e 7
K(T)

€| +e

e T )
< XD Z N()

i.e;j>e|+e

IA
=
(\l

-

ou N(i) est le nombre de solutions dont la valeur est
égale a ¢; et ol
N c(wj)
K(T) = Z e T
j=1

Pour le présent probléme, on choisira, par exemple,
€= %, dans la mesure ou la fonction économique est
a valeurs entieres. L’équation (3) se réécrit alors

0.5

T, = :
= (81 =m)log9 — log(1 — )
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En pratique, on pourra lui préférer la valeur

—_ 0.5
/7 811og9 - log(1 — a)

qui fournit les mémes garanties tout en ayant 1’avan-
tage d’étre indépendante de I’instance considérée.
Par exemple, si 1’algorithme atteint la tempéra-
ture 0,002 738 52 il est raisonnable de conclure qu’une
proximité suffisante a la loi stationnaire n’a pas pu étre
maintenue car, dans le cas contraire, il y avait plus de
99 % de chances de tirer une solution de valeur nulle.
Il convient alors d’abandonner et, par exemple, de re-
lancer 1’algorithme dans 1’espoir de faire mieux.
L’encadré suivant donne 1’énoncé de 1’algorithme.

Enoncé de I’algorithme
Poser 6 = 0.1, ep = % et faire T « ep.
Choisir w arbitrairement et faire ¢ < c(w).
Tant que 7' > 0.00273852 faire

Palier : pour k = 1 a 81 faire

Choisir i et j uniformément dans {1, 9}
tant que la case ij est fixe.

Faire 1 < wij etcy « C,j((/))

Choisir w;; uniformément dans {1, 9}
tant que w;; = 1.

Faire ¢; < ¢jj(w)etc’ < c—cy + 2.
Choisir u# uniformément dans [0, 1].

Siu < =7 alors faire ¢ « ¢’ (acceptation).
Sinon faire w;; < t (rejet).

Si ¢ = 0 alors écrire w et s’ arréter.

Fin.

_r .
log(1+6)
1+ eptl T

Faire T «

Fin.

IV Résultats empiriques

Pour fixer les idées, nous avons essayé 1’algo-
rithme sur quatre Sudokus de niveau « diabolique »
donnés dans les tableaux I, II, IIl et I'V.

Ces quatres Sudokus ont respectivement 23, 26,
25 et 24 cases fixes et il faut, en moyenne?, respecti-
vement 7,69, 2,28, 3,85 et 2,38 essais’ pour en venir 2
bout. Notons que 1’algorithme ne parvient a résoudre
le Sudoku « diabolique » donné dans [3] (23 cases
fixes) qu’au prix de 11,11 essais, en moyenne.

2 Estimée sur 100 essais.
3 Un essai requiert de I’ordre de trois secondes sur un ordina-
teur portable des plus moyens.
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Tableau II. Un Sudoku de niveau « diabolique ».
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Tableau III. Un autre Sudoku de niveau « diabolique ».
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Tableau IV. Encore un autre Sudoku de niveau « diabo-
lique ».
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Aussi, précisons que lorsque I’algorithme n’arrive
pas a résoudre un Sudoku, il termine généralement
avec une solution de valeur tres faible (typiquement 2)
ce qui est excellent sur le plan de I’optimisation, bien
qu’inutile pour le Sudoku (rappelons toutefois qu’il
n’y a théoriquement qu’une et une seule solution de
valeur nulle, ce qui complique la tiche de 1’algo-
rithme).

Enfin, il convient d’insister sur le fait que nous ne
prétendons ni que notre algorithme est compétitif avec
les meilleurs algorithmes de résolution de Sudokus ni
qu’il n’existe pas de maniere plus ingénieuse d’appli-
quer la méthode du recuit simulé a ce probleme (en
particulier, de nombreux travaux traitent de 1’appli-
cation de la méthode au probleme du coloriage, par

Quadrature n° 62

exemple [7], et, a ce titre, sont d’un intérét certain
pour le présent probleme).

V Généralisation et complexité

Le Sudoku, tout comme notre algorithme, se gé-
néralise aisément. Soit n le coté des sous-carrés. Un
n-Sudoku consiste en la donnée d’une grille carrée de
n* cases divisée en n® sous-carrés de n cases de coté
et partiellement remplie avec des nombres de 1 i n?
(rappelons que le nombre chromatique d’un graphe G
est supérieur ou égal a la cardinalité maximale d’une
clique de G [5], or, pour notre probléme, un sous-carré
définit une clique de cardinalité n”> contenue dans le
graphe a colorier).

Considérons que Ty, a, ¢ et & sont fixés et com-
mengons par quantifier le nombre de paliers de tem-
pérature rencontrés par I’algorithme. Il est aisé de
vérifier que la loi de décroissance de la température
donnée par I’équation (2) est telle que

Ty

1 . log(1+0) 1
L+ 1= 7T

Ty =

Il suit que le nombre de paliers de température ren-
contrés, noté A, est la solution de I’équation

T() _ &
1+ AR 7, log N —log(l - )’

soit
(1 +ep)logN —log(1 — a))
elog(1 +9)

1+ep

A= - .
Tolog(1l + 6)

Notons qu’avec Ty = ep le second terme de 1’équa-
tion ci-dessus est approximativement égal a m,
des que ep est suffisamment grand.

Pour un n-Sudoku, ep est en O(n°), le nombre de
paliers rencontrés est donc en O(n'®logn), dans la
mesure ol N < n?"". Puisque 1’on réalise n* itérations
pour chaque valeur de la température et que le calcul
de la valeur de la solution candidate est en O(n?), la
complexité de 1’algorithme est en O(n'®logn), donc
polynomiale. Toutefois, la taille « naturelle » du pro-
bleéme est plutdt le nombre de cases de la grille. Soit
p = n*, algorithme est alors en O(p* log p).

Ce dernier résultat ne doit néanmoins pas masquer
le fait que I’algorithme, bien qu’a complexité polyno-
miale, reste relativement « gourmand » : les constan-
tes cachées dans le O sont loin d’étre négligeables.
Afin d’améliorer 1’efficacité pratique de la méthode,
on pourra ajouter une condition d’arrét ad hoc consis-
tant a abandonner des lors que la valeur de la meilleure
solution rencontrée ne s’est pas améliorée durant un
nombre suffisamment grand (typiquement 10 000) de
paliers de température.
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