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1 Introduction

Nous introduisons le polytope des sous-tournois sans circuit (partial linear ordering polytope

en anglais) noté Pn
PLO

et défini comme l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des ordon-
nancements linéaires d’un sous-ensemble des nœuds du graphe orienté complet à n sommets, les
nœuds exclus de l’ordonnancement étant munis d’une boucle. La figure 1(a) fournit un exemple de
sommet de P 6

PLO
.

Nous discutons de quelques propriétés élémentaires de Pn
PLO

et présentons plusieurs classes
d’inégalités qui en définissent des facettes. En guise de conclusion, nous abordons un problème
d’ordonnancement à contraintes de ressources en rapport avec Pn

PLO
.

Les preuves des résultats énoncés dans les sections 2 et 3 sont données dans [2].

2 Propriétés élémentaires

De manière équivalente, le polytope des sous-tournois sans circuit correspond à l’enveloppe
entière du polytope défini par le jeu d’inégalités suivant



















δij + δji + δii + δjj ≥ 1 1 ≤ i < j ≤ n (1)

δij + δji + δii ≤ 1 i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j (2)

δij + δjk − δik ≤ 1 i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i 6= j 6= k 6= i (3)

0 ≤ δij ≤ 1 i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j

Lorsque δij = 1 (i 6= j) le noeud i est ordonné avant le nœud j et lorsque δii = 1 le nœud i n’est
pas ordonné.

On peut alors montrer que Pn
PLO

est de pleine dimension et que les inégalités δij ≥ 0 (i 6= j)
ainsi que les inégalités de type (1) et (2) définissent toujours des facettes de Pn

PLO
.

Les inégalités δij ≥ 0 (i = j), δij ≤ 1 ainsi que les inégalités de transitivité (3), quant à elles,
ne définissent jamais des facettes de Pn

PLO
. Les inégalités de transitivité peuvent néanmoins être

remplacées par les inégalités

δij + δjk − δik + δjj ≤ 1 i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i 6= j 6= k 6= i

qui, elles, fournissent des facettes de Pn
PLO

.

3 Classes de facettes non triviales

Dans la mesure où optimiser sur Pn
PLO

permet de résoudre le problème de l’ordonnancement
linéaire de plus fort poids [1], il est peu vraisemblable qu’une description complète de Pn

PLO
puisse

être obtenue. Néanmoins nous avons mis en évidence plusieurs classes de facettes non triviales.

Théorème 1 Soit I ⊆ {1, . . . , n} avec |I| ≥ 2, l’inégalité suivante définit une facette de P n
PLO

:

∑

i∈I

∑

j∈I

δij ≥ |I| − 1 (4)
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Théorème 2 Soit I ⊂ {1, . . . , n} et i0 ∈ {1, . . . , n} \ I, l’inégalité suivante fournit une facette de

Pn
PLO

:

δi0i0 +
∑

i∈I

(δii0 + δi0i) −
∑

i∈I

∑

j∈I\{i}

δij ≤ 1 (5)

Les inégalités de types (4) et (5) généralisent les inégalités de types (1) et (2), respectivement.

Théorème 3 Soit i0 ∈ {1, . . . , n}, j0 ∈ {1, . . . , n} \ {i0}, ∅ ⊂ I ⊂ {1, . . . , n} \ {i0, j0} et ∅ ⊂ J ⊂
{1, . . . , n} \ {i0, j0} avec I ∩ J = ∅, l’inégalité suivante définit une facette de Pn

PLO
:

δi0i0 + δj0j0 + δi0j0 +
∑

i∈I

(δii0 + δi0i − δij0) +
∑

j∈J

(δjj0 + δj0j − δi0j)

−
∑

i∈I

∑

i′∈I\{i}

δii′ −
∑

j∈I

∑

j′∈I\{j}

δjj′ −
∑

i∈I

∑

j∈J

δji ≤ 2

Les figures 1(b), 1(c) et 1(d) illustrent les classes de facettes définies dans les énoncés des
théorèmes précédents (de gauche à droite).
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Fig. 1. Un sommet de P
6

PLO et des facettes de P
6

PLO, P
6

PLO et P
9

PLO, voir texte.

4 Application à un problème d’ordonnancement

Le polytope des sous-tournois sans circuit se présente dans le cadre de l’étude d’un problème
de reconfiguration dynamique d’autocommutateurs répartis [3,5].

Grossièrement, il s’agit d’ordonner des déplacements de processus de traitement d’appels de telle
manière que des contraintes de capacité sur les processeurs du système ne soient jamais violées, les
situations de bloquage étant résolues en arrêtant temporairement des processus.

Le contexte temps réel de cette application impose l’utilisation de méthodes efficaces et donc
approchées [4], dans la mesure où le problème est NP -difficile au sens fort [3]. Néanmoins, la mise
en œuvre de méthodes exactes est requise afin d’étudier empiriquement la qualité des solutions
obtenues à l’aide des méthodes approchées.

L’étude de Pn
PLO

doit fournir une partie des fondements théoriques nécessaires à la mise en
œuvre d’un algorithme de résolution exacte par recherche arborescente avec coupes.
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